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T�UWVYX�Z�[\U^]`_ba&c �N�	�edW'f��� + �b�W!Ad�'W�hgid�'�j����
'��&k����%���
���l� ���.�md�'nk����%���
���

f
�%�L��'Qoc �l��������p6����'

f1, f2, . . . , fn
���l�%�b�q������kN� + ��'����9�l�6�W��� + ��!N�l�=��������' c �=�9�\r ��'W'������ + �F�q� + o�b��'���'
�	��(tsF�N�	�u���ugid�'�j����
'��
g
���^��' c �l�������	p,�q��'

gx
�l� c ������kN�N�	�u�W� �	j��l� ��� c �

g
���l���^���%���� ���l�,kN�����l� v������

x
(LwS��'�� ��� j����
'�� ∇f x ��y�d���kz������'����{�

gradf
(

| }�~u�q���u�q���h�q���9�4���h�7�q~��q�������m�q���F~{�4�q~{�m�q�q�
�F��_��N��[\Z�[�U��� +.+ � c �l�N�	� + ��'������%�G��dW�����������	kN� �	�$�����F���{�q� + �^�
'���'���� c ������� + �b�,k
���	� �b��� 'W������q�
' c ��j�����'���'��Y�q�Y���	� �	��� c �A¡Q����¢9� ����j
£

∂(yz)

∂y
=

∂(zx)

∂x
= z

∂(yz)

∂z
=

∂(xy)

∂x
= y

∂(zx)

∂z
=

∂(xy)

∂y
= x

�N¤&'W��� x ���S��� + �^�&�����.�q�
'W�����	kz� ����k�� c ��k
���������%�������Fd�'W��gid�'Wj�����'�� U �	� ���������
£
f1 =

∂

∂x
(U) = yz ⇒ U = xyz + c(y, z)

���%�����������	kN�,���W�F�b���
c(y, z) = 0

�%���^�&������£

f1 =
∂

∂x
(U) f2 =

∂

∂y
(U) f3 =

∂

∂z
(U)

��y�d���' c �Hd�'W�,gid�'Wj�����'��{�b� �	��'�j�������� x £
U(x, y, z) = xyz�^���6�qdW�\£

L = U(3, 2, 3)− U(1, 3,−1) = 21

�=�Y_��N��[�Z
[�Uf¥¡��H�W�.�����
£
∂

∂y
(xy) = x 6= 0 =

∂

∂x
(yz)

��y�d���' c �H���S��� + �b�.'���' x �q�
'W�����	kz� ����k��^(

L(γ1) =

∫ 1

0

f · γ′dt =

∫ 1

0

(xy, yz, zx) (2,−1, 4)dt

=

∫ 1

0

((1 + 2t)(3 − t), (3 − t)(4t − 1), (1 + 2t)(4t − 1)) (2,−1, 4)dt

=

∫ 1

0

(

32t2 + 5t + 5
)

dt =
109

6

)
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L(γ2) =

∫ log 3

0

f · γ′dt

=

∫ log 3

0

(

e6t

32
+

31

16
e5t − 221

32
e4t +

89

16
e3t +

25e2t

8

)

dt =
403

20

�=�Y_��N��[�Z
[�Un¦

(f1)y = (f2)x =
−2xy

(x2 + y2)
2���N¤&'W��� x �����.����'W�����	kN�N����k��

f1 =
∂

∂x
(U) ⇒ U =

∫

f1 =
1

2
log
(

x2 + y2
)

+ c(y)

�{���	�����
c(y) ≡ 0 ∀y ∈ R

���Hk
���	� �^���,��d�v������&�����
£
f2 =

∂

∂y
(U)

��y�d���' c �H���H�^������'�j��l� ��� c ���A��� + �b�&�%�
'��u�	dQ�%�	�S���������Hy�d�������� c ��������gi�
� + ��£
U(x, y) =

1

2
log
(

x2 + y2
)

+ c

�q�
'
c ∈ R

(
�=�Y_��N��[�Z
[�Uf§¡��l�

ξ(t)
d�'W�,gid�'�j����
'��{k����%�	���	�������=�	�����{�b���$��d��\£

ξ(t) = (x(t), y(t), z(t))�%�S�W�.������£
Dξ(t) =





x′(t)
y′(t)
z′(t)





y�d���' c �D¨�������������� ' c ���l������
��
��� c �����l� c ���	��kN�N���.�q� + �b�
�%�	�.�����W�
©q£

Dφ(t) = Df(x(t), y(t), z(t))

= D [f(ξ(t))]

= Df(ξ(t)) · Dξ(t)

= ∇f(ξ(t)) · Dξ(t)

=
[

fx(ξ(t)) fy(ξ(t)) fz(ξ(t))
]

·





x′(t)
y′(t)
z′(t)





= fx(ξ(t))x′(t) + fy(ξ(t))y′(t) + fz(ξ(t))z
′(t)

-
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�=�Y_��N��[�Z
[�Unª� '�'W��'�j�����dQ�����u���^�%��d c ����'��{� + �
����� + ��'W���������W���%�	����'��	���	'W� c ��� c �l�����W!
y�d���' c �b�%�W�W��£
∇f = (10x − 4y, 2y − 4x) = (0, 0) ⇔ x = y = 0

�

Hf(0, 0) =

∣

∣

∣

∣

10 −4
−4 2

∣

∣

∣

∣

> 0 ⇒ f(0, 0) = 0 = punto di minimo

«=d���' c �F�F�Wd�'���� c � + �
����� + �¬�����W���%�	��'�

��'��f�����l�­gi�	��'����������n� c ��k���'���dW��� + ��'��	�� '^�����,��� �	���`��d�'���� c � + ��'�� + �^!b�l�®gi���
'
�	�����	�®�%�`��d��e�W� ��� + �����	��j�j�� �	���q�
'¯���4����

d���'��	���� + v��l� + ��'
�	� c �HvW������£
{

x = cosϑ
y = sin ϑ� ������'W��' c �&�l�,gid�'�j����
'���£

g(ϑ) = 1 + 4 cosϑ(cosϑ − sin ϑ)

�9���Q���	��vW��� + �F���Q���l�q�
' c dW���7�������{�?�	d c ��� c � + �
����� + ��� + ��'W� + � c �����l�=gid�'�j����
'��
g(ϑ)'������l�.�%�
���,kN� �	����v������

ϑ
!Wy�d���' c �S�����W�&������£

g′(ϑ) = 0 ⇔ tan2 ϑ − 2 tanϑ − 1 = 0 ⇔ tan ϑ = 1 ±
√

2

c �&�qdW�H�%�H���%�	����'���£

cos2 ϑ =
1

tan2 ϑ + 1
=

2 ∓
√

2

4

sin2 ϑ = 1 − cos2 ϑ =
2 ±

√
2

4

sin ϑ cosϑ = tan ϑ cos2 ϑ = ±
√

2

4c �&�qdW�H�%�H�^�����W��£
tanϑ = 1 ±

√
2 ⇒ g(ϑ) = 3 ± 2

√
2

����������'��.�	�����^���%�	��kN� + ��'
�	�{��� + �
����� + �.� c ��� + ��'�� + � c �����l��gid�'�j����
'��{�	���%���	�q���	�.� �c �l����� c �N�	�W(
�=�Y_��N��[�Z
[�Uf°

±
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fx =
y2

(x + y)
2

fy =
x2

(x + y)
2

fxx =
−2y2

(x + y)
3

fyy =
−2x2

(x + y)3

fxy =
2xy

(x + y)
3

c �&�qdW�H�%� c ���	��kN��� +.+ � c ��� �	� + ��'
�	�{������£
xfx + yfy =

xy

x + y
= f(x, y)

�
x2fxx + 2xyfxy + y2fyy = 0

�=�Y_��N��[�Z
[�Un²wH� c ������kN�N�	� + �l�%��������'��.d�

dW� �����{��� c � + ��'���� x ��� + ��������� + ��'��	���q��'W'����	�%�&y�d���' c ����S��� + �b� x �q��'^�%����kN�N�	��k
�W(#$�����
�	���Y�%�l�?�	��d�'m�^������'Wj��l� ��� U �	�����{�����
£
∂

∂y
(U) = f2 = sin(xz) ⇒ U = y sin(xz) + g(x, z)

�³�b��'���' c �
g(x, z) ≡ 0

�%��k��������^���e� +.+ � c �l�N�	� + ��'����®���W�³� 'W�����&�l�m���	� + ���&�l�������jY�,��� + �b��'���'
�	� c ���S��� + �^�.����'������ c ������kN�N�	�F�^� �	j��l� ���\!����l���^���%����kN� + ��'��	�{��'
x
�

y
!c �����l�,gid�'�j�����'W�{�^������'Wj��l� ����£

U(x, y) = y sin(xz)

�=�Y_��N��[�Z
[�Un´

∇Gi =
∂

∂xi
(G(x))

=
∂

∂xi





√

√

√

√

i−1
∑

j=1

x2
j + x2

i +

n
∑

j=i+1

x2
j



 =
1

2
√

∑n
j=1 x2

j

· (2xi)

=
xi

√

∑n
j=1 x2

j

=
xi

G(x)

0
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s6�Nk
�{'����A�%�Y�q��' c �.�W���	����
�

���.�%� x dQ��������j�jY�N�	�&���Sg��N�%�	�³����� ∑i−1
j=1 x2

j

� ∑n
j=i+1 x2

j����'����q�
�%�	��'����F���l�%�b�q�����µ� �����
xi

�­y
dW��' c �{��� c ���	��kN� �	� c ������� c �l����' c � x �%�
���
2xi

(«=d���' c �"!����%����' c ��' c �,��� c ���	�q�
�	���u�u��dQ�����F�����q� + �^�
'���'���� c ���Gk��q�����
���
G
!��%�b�W�,� +.+ �qoc �l�N��� + ��'����{�����
£

∇G =
1

G(x)
x

�=�Y_��N��[�Z
[�U��Q¶� �D��� + �^����dW�����	�%�����.k����%������� + �&���m���Nk��	�����^���%��j�����'W� c � ± ��� + ��� c ���qdW� x ����·��� + ���������F���S��� �l�q����� c ���H�b� �	��'�j��������
£
(

2xz

x2 + y2
,

2yz

x2 + y2
, log(x2 + y2)

)

= ∇z log(x2 + y2)

(

0, sin(yz) + yz cos(yz), y2 cos(yz)
)

= ∇y sin(yz)

(0, 0, 2z) = ∇z2

��y�d���' c �S�����W�����H�b� �	��'�j��������
£
U = z log(x2 + y2) + y sin(yz) + z2

�{���S���zk
���	� x c �N�	� c � �����,gi�
� + d����W£
L = [U ]

(3,π/6,2)
(1,0,1) = U(3, π/6, 2) − U(1, 0, 1)

¸
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½ ¾¿~uÀSÀS��ÁÂ�n�Ã¾¿�q�e��ÁÂ�
�F��_��N��[\Z�[�U��� '�'W��'�j�����dQ�����m�l�®gidW'�j�����'�� x c ��Äb������'�j��l� vW�����,��'���dQ�����m���L��d�� c � + ��'����h�&y�d���' c �t���d�'��	� c � + ���	��� + ��� + ��'�� + �.����'W���Wd�'����S���������l�q�"!�y�d���' c �\£

∇f = (2x + 2ky, 2y + 2kx) = (0, 0) ⇔

⇔
{

x + ky = 0
kx + y = 0

�����
���%�	����'��Dd�',�%�l�?�	� + �$����'��������L� + ��
���'����$���W�D� +.+ �q�����9�%�
�����l�6������d�j�����'W�LvW� '^� ������®������� '�

� c �����l� + �N�	���l�q�e�q� + �W�����	� x d�
�d^� ���®��-¬¨�ÅA�����	� + � c �9�$��dW��� x o?�7���^�������Æ©y�d���' c �S�������%�
���.�%�
£
∣

∣

∣

∣

1 k
k 1

∣

∣

∣

∣

6= 0 ⇔ 1 − k2 6= 0 ⇔ k 6= ±1

�
©
k = 1

����������������gid�'Wj�����'�� c ��k
��'��	�
f(x, y) = (x + y)2

���W� x �%� + �����{�b�
��������kz��{�%�A� '�'�d���������d�'�

���l�������%���
y = −x

����� x d�'W���	�q���	� c �H��dW'
�	� c � + ��'�� + �³�
��������dQ�	�v^©
k = −1

� ���������{���ugid�'�j����
'�� c ��k
��'��	�
f(x, y) = (x− y)2

����� x ��� + ���	�6�b�
��������kz��{�%�A� '�'�d���������d�'�

���l�������%���
y = x

����� x d�'W�.�	�q���	� c �H�Wd�'���� c � + ��'�� + �³�
��������dQ�	�\(��©
k 6= ±1

� ���������,�l��gid�'�j����
'��{���	������'��	�.

�	� c ����'�����'�d������³�������&'����S��d�'����
(0, 0)

���� �%�	�&y
dW���%�	�.�q�
' c ��j�����'����%�S�W�.������£

Hessf =

∣

∣

∣

∣

2 2k
2k 2

∣

∣

∣

∣

= 4 − 4k2 = 4(1− k2) 6= 0

��y�d���' c �S�����W� '�'W���A�%��
�d���'
�	�H���
�%�"£
−1 < k < 1 ⇒ Hessf > 0 ⇒ (0, 0) punto di minimo

k < −1, k > 1 ⇒ Hessf < 0 ⇒ (0, 0) punto di sella

�=�Y_��N��[�Z
[�Uf¥� �H���	��v���� + ���%�S���l�q�
' c dW�����,�	���NkN� �	�F��� + ��'�� + �³�
��������dQ��� c �����l�,gid�'�j�����'W��£

E(m, q) =

n
∑

i=1

(yi − mxi − q)2

��!b�^�
����� x �l�.gid�'�j����
'�� x �b������'�� + �l� ���u� c ��ÄG���	��'�j�����v���������'���d��%���h���4��d�� c � + ��'����W!���H��d�'���� c � + ��'�� + �³�����	pud�'m��d�'����³���������l�q�^!�y
dW��' c �\£

∇E1 =
∂

∂m
(E) =

∂

∂m

n
∑

i=1

(yi − mxi − q)
2

= −
n
∑

i=1

2xi (yi − mxi − q) = −2

n
∑

i=1

xiyi + 2m

n
∑

i=1

x2
i + 2q

n
∑

i=1

xi

Ç
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∇E2 =
∂

∂q
(E)

= −
n
∑

i=1

2 (yi − mxi − q) = 2m

n
∑

i=1

xi + 2qn − 2

n
∑

i=1

yi

�h�b��'W��' c �È��� c dW�e��� + �^�
'���'��	�7dW
�dW�������¯j����	�����9� �%�	��'�

��'������ c d��e��y�dW��j�����'���q���	���N�	��($���Y�?���®� '^�q����� c � c ���	�qd������	�u���u���A�Wd�'����h���������l�q�³���	�Nkz� ���³����� c � + �
����� + �&�+ ��'W� + �W( � ��d�'���� c � ��������'W�
n

�hy�d���' c �7��'¬'�d + �����¯�W'������W(�wS��gidW'�j�����'��
E(m, q)��� �����	������'��������­��� +.+ � c ���$y�dW� c ���N�	� c ��

�����	��� �����7gi���É���m��� c ��'W�N�	� c ������d�'���� c � ���� c ���D��d�'���� c �������e�	�q���	��!`y�d���' c �L�b���

q � max{y1, y2, . . . , yn}
¨���� �����¯y�d��Y�?���e����'Qoc ��j�����'��6�����	�q���	� x + �
� �	�����
'��	� '^� c � �^��d�'����Æ©t���WkN� �����	�$���	��d�'���� c �����l�Fgid�'�j����
'��$�	��' c �� c ��'��W'������W(�#$'W�����

����m�q�
'W��� c ���	��j�����'����^��������'W�É���	�����	�®gi�
��'������e�b���&���9�����q¤³�q����'����� 'W
����l� �	� c �������m�	�q���	�­¨i�W����' c ��' c �����³�
�������	��� c ���D�Wd�'���� c � �����.g����q��' c �e����' c �����³� c��'Q�W'������e���t������¤³�q����'������ '�

���l� �	� c �����l�³�	�q�%����!����,�	�l�%�b�q������k��u�
� c ��'W� ������� �l�q�
��� �����%d����l��	�q�%���,����' c ��'��&� c ��'Q�W'������&�b������� x m → ∞ ⇒ |mxi + q| → ∞ © c � c dW�q��' c �³�����
£

lim
(m,q)→∞

E(m, q) = +∞
¨i�Y�%�l�?�	�$d�'W�{�����l���q�
' c ��j�����'��9�b���D�l��y�dW� ���

E(m, q) 6→ +∞ �$������'W�q� c �$����'.���^���������'³�qd��^�����	�q���	���������	�
��� + � '��	�9���l��k��������l�������
! + ��y�d����%�	�{����' c ��j����
'�� x 
��lp����	�q��dW�	� c � ����Y�?�	� c ���^���	��vW��� + �u�����6k�d��
���6���W�6�%�b�	��������������d�'W�u�����%���{��'®gi��� + �����������l�q���	�u�=y�d���' c �'��
'.�	� ��p + �����b�
�	�%��v������9�	���NkN� �	�7�����	�q���	��k����%�	����� ���Y©q(4«=d���' c �"!
�Y������' c ��d�'��l�q�{������d�'�����q�	�����l�q�����	�%�F'��
'��Wd������	�%������� �����	������� c � + ��'�� + �^!
y�d���' c ���Y�%�l�?�	�9���F�	�q�%���{�q���	���N�	�=�9�����dW�.d�'��l�q���	p x c �N��� c �����"r �Y�%�l�%����'Wj�� c �Ad�'É�������&��d�'����®���������l�q��¨��������b��� x �q�
'Qgi��� + �N�	�c ���Sg�� �%���e�����u���4�%�l�?�	� + �®���l�&����'��Y� �	�u��' c d��,��y�dW� j����
'��`����'������ + ��'
�	����' c ���^��' c ��'��	�`�'�����������'W����

'�� �	�
m

�
q
©Ê(

�=�Y_��N��[�Z
[�Un¦) ©9wA�ugidW'�j�����'�� x c ��ÄG���	��'�j�����v��������Nk�d�'Wy�d���'����A�%d�� c � + ��'�����¨
domf = R

2
©

∇f =

(

2x

2 + x2 + y2
− y,

2y

2 + x2 + y2
− x

)

���%���^�&������£
∇f = (0, 0) ⇔

{

2x
2+x2+y2 = y

2y
2+x2+y2 = x�%���?�	� �	d���' c �&�%�H�^��£

y =
4

(2 + x2 + y2)2
y

y 6=0
=⇒ (2 + x2 + y2)2 = 4

+ ���q��� x ���	�%d�� c �m�b������� x �^���
y 6= 0

�l��y�dW� '��	� ��p (
2 + x2 + y2

)2
> 4

!4y�d���' c ��"r d�'W�������Wd�'����³�q�	�����l�q� x (0, 0)
(

Hessf(0, 0) =

∣

∣

∣

∣

1 −1
−1 1

∣

∣

∣

∣

= 0

Ë
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y�d���' c �`���S�^�&��������'¯���	�
�	�%� + � ��p c �����\r ���	��

��'W�{���®��k�����d����b�³�b������'W� + ������� c �AÅ`�z�����
�c �����l�,gid�'�j�����'W� x £
f(x, y)

T
= f(0, 0) +

1

2
(x − y)2�F�����
�	�����	kz�u�����=��d�'�

���	dQ�%�	�F��� c ������j�����'��^�	�����G�b�����qd��

y 6= x
��� c ��ÄG���	��'�j����������%�Y�Êo��' c � x ��� + ���	���^���%������k����	�	��'�'��$�����$'W������dW'
�	�

(0, 0)
�$y
dW��' c �W�l��gid�'�j����
'��6� +.+ �q�����'������"r �
����
���'���dW'¯��d�'���� c � + ��'�� + ��¨�������� ����k��®�hy
dW���%��� c ���	��j����
'��l©q(6Ì4���

x = y
� ������������H���	��v���� + � c ��k
��'��	�.�%��d c ���������l�ugidW'�j�����'��
£

g(x) = log(2 + 2x2) − x2

������� +.+ �q�����9�^���
x = 0

d�'���d�'���� c � + �
����� + �^!�y�d���' c �Q��dW'�
��F��� c ���	��j�����'W�
y = x�l�6gidW'�j�����'����^��d�' + �
����� + �&¨�������� ����k��{��y
dW������� c ���	��j�����'W�Y©Ê(t«=d���' c ���	���
����d + ��' c ��'������d�'��	�

(0, 0)
����gid�'Wj�����'��

f(x, y)
�W��d�'m��d�'���� c �A�%�����l��(-�©

∇f =
(

3y − 3x2, 3x − 3y2
)

= (0, 0) ⇔ x = y = 1 ∨ x = y = 0

���%���^��£
Hessf =

∣

∣

∣

∣

−6x 3
3 −6y

∣

∣

∣

∣��y�d���' c �
x = y = 0 ⇒ Hessf = −9 ⇒ ÌDd�'���� c �S���������

x = y = 1 ⇒ Hessf = 27 ∧ fxx < 0 ⇒ ÌLd�'���� c � + ���	�%� + �
± ©

∇f = (4x3 − 2xy2, 4y3 − 2yx2) = (0, 0) ⇔ x = y = 0� c ���	����' c �^£
f(x, y) = x4 + y4 − x2y2

=
(

x2 − y2
)2

+ x2y2 ≥ 0

�%� c � c d^�q�¯�������Y������' c �È�"r ���	��

��'��m�"r dW'������n��d�'����f���������l�q�n���l��gid�'�j����
'��É��� + ���	��b�
��� �	��kN�h��'W��'É'�d����l�³�	�	��'�'��&������'������\r ���	��
���'��h¨ c �Nk��.�%�L��'�'�d�������©Ê!H� ���������³�"r �
����
���'�� x�q���%��� + ��'��	�FdW'h��dW'
�	� c � + ��'�� + �&���	������dQ���^(
�=�Y_��N��[�Z
[�U­Í� '�'W��'�j�����dQ�����­������������� ��� ' c �É�l����� + �^�
'���'��	�

z
�e���
�%������dW��' c �
���É'������"r �Y�%���	���	�����
'��

xy2z
�%�H���%�	����'���£

z = 8 − x − y ⇒ f(x, y) = xy2z(x, y) = xy2(8 − x − y)

�Îy�d���' c ���������	��v���� + �;���,�	�l�q��' c dW�q�Î� �,��� �l�q�
��� c ��� + �
����� + � c �������µgidW'�j�����'��
f(x, y)

( � ���W���
v���� + ����'W'W� '�j�� �	dQ�%�	� x v^��'¬�b�
�%���¯�b������� x !t���l��������k���' c ���l��gid�'Wj�����'����'m������� c ��'^�N���F�b���l� �	�\!������W�m¨�����'W��� c ����� ' c �.�����
x, y > 0 ⇒ 0 ≤ ϑ ≤ π/2

©q£
% → ∞ ⇒ f = %3 sin2 ϑ cosϑ (8 − % cosϑ − % sinϑ) → −∞

*
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�Èy�d���' c �{�Y������' c �¬�l�Î��d��	kz�Î�q�
'
�	��'�dW� c ��k
�È� +.+ ���%�	���	�È��� + ��'W�¬d�'K��d�'���� c �+ ���	�%� + ���
��������dQ�	�W(«=d���' c �H�H�Wd�'����S���������l�q�H����'��^£
∇f =

(

8y2 − 2xy2 − y3, 16xy − 2x2y − 3xy2
)

= (0, 0) ⇔ (x, y) = (2, 4)

�

Hessf =

∣

∣

∣

∣

−2y2 −y(4x + 3y − 16)
−y(4x + 3y − 16) −2x(x + 3y − 8)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

−32 −16
−16 −24

∣

∣

∣

∣

> 0

� c �Y������' c �
fxx = −32 < 0

���`��d�'��	�
(x, y) = (2, 4) x d�'É��d�'���� c � + �
����� + �³��b���l��� x$x dW'������u��dW'
�	�u�q�	�����l�q�h¨���dW'�
����l��gi�	��'���������� c ��� c � + ��'W���^!������ x x = 0 ∨ y = 0

!�l�¯gid�'Wj�����'�� x � c ��'
�	����� + ��'��	�h'�d�������� c �Nk�k��l� + ��'
�	�®'��
'¬�b�
�	�%�
'��É�Y�������	�®�Wd�'���� c �+ ���	�%� + ��© x '��������	�������l� + ��'
�	�=dW'e�Wd�'���� c � + ���	��� + �.���	�%�
��dQ�	�W(D«=d���' c �"£
(x, y, z) = (2, 4, 2)

�=�Y_��N��[�Z
[�Uf§
∇f = (y, x) = (0, 0) ⇔ x = y = 0���b���l��� x �^���

x, y > 0
¨
x
�

y
�q�
'W�q�
� c �l©

f(x, y) > 0
�{�b���

x, y < 0 f(x, y) < 0��� c � c d^�q��������'������"r ��'����
��'�� c �
(0, 0)

����gid�'Wj�����'��{��� + v��l�.�%��
�'����{�"r �
����
���'��F'���'e��d�����	�����	�FdW'e�Wd�'���� c � + �
����� + �^! + �&�%�
��� + ��'���� c �S�������l��(9«=dW��' c �H� + ���	�%� + �H� + ��'W� + �����'����%dW���l�=gi���
'
�	�����	� c ��� c � + ��'�����������!N�	�	�
�?gi�
� + � �	�=��'.�q����� c ��'W�N�	�9�^�
�������"! x c �N��� c ��£
∂domf = (% cosϑ, % sinϑ)

�$y�d���' c �W�����W���������������	��v���� + ���%�Q�	� c dW�q�$�������{�?�	d c ��� c ��� + �
����� + �Q� + ��'�� + � c �������gid�'�j����
'��&¨ c �Nk
�
% = 1

�b���l��� x ���,gi�	��'���������� x dW'W�.�q���	����'Qgi������'�j��,d�'����	�����l�
©q£

f(ϑ) = %2 sin ϑ cosϑ =
1

2
sin(2ϑ)

�q�
'
0 ≤ ϑ ≤ 2π

�{���H� ��������'��{� +.+ � c �l�N�	� + ��'����{�����{����£

ϑ =
π

4
,
5

4
π ⇒ ÌLd�'��	� c � + ���	��� + �

(x, y) =

(

±
√

2

2
,±

√
2

2

)

ϑ =
3π

4
,
7

4
π ⇒ ÌLd�'��	� c � + ��'�� + �

(x, y) =

(

±
√

2

2
,∓

√
2

2

)

Ï
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Ò }�Óh�`�����ÃÀAÓ®�È�9�AÔm���
�F��_��N��[\Z�[�U��wS�µ��� '�

��'����f�����l�;�qdW��kN�;'����u��dW'
�	�

(1, 1) x c �N��� c � �����I�%k�����d��W�^� c �,Å`�z�������� �	�	���%�	�N�	�,��������� + �.��� c ��'W��!�y�d���' c �"£

y = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) =
3

2
x − 1

2������d�'�

����j�j�� c �����l�&�qd��	kN�u��'�k������ x c �N��� c ��£

L(γ) =

∫ a

0

√

1 + f ′2(x)dx =

∫ a

0

√

1 +

(

3

2

)2

xdx =

[

(9x + 4)
3/2

27

]a

0

�F��_��N��[\Z�[�Uf¥
∫

√

1 + f ′2(x) =

∫

√

1 + e2xdx

x=log y
=

∫

√

1 + y2

y
dy

√
1+y2=t+y

=

∫ −(t2 + 1)2

(1 − t2)2t2
dt

=

∫ (

1

t − 1
− 1

t + 1
− 1

2t2
+

1

2

)

dt

= log

(

t − 1

t + 1

)

+
t

2
+

1

2t

= log
(
√

e2x + 1 − 1
)

+
√

1 + e2x − x = F (x)

c �Nk���'������l�.�%�Y�q�
' c ���%���?�	� �	d�j�����'��
£
√

1 + y2 = t + y ⇒ y =
1 − t2

2t
⇒ dy =

−t2 − 1

2t2
dt

��y�d���' c �
L(γ) = [F (x)]10

�F��_��N��[\Z�[�Un¦���l��������k���' c �����&��d���kN�,��'������
� c ��'W� ���{�����%�	��������'����%���W�W£
{

x = a(1 + cos(t)) cos(t)
y = a(1 + cos(t)) sin(t)

⇒
{

x′ = −2a sin(t) cos(t) − a sin(t)
y′ = 2a cos2(t) + a cos(t) − a

) /
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c �&�qdW�\£

L(γ) =

∫ 2π

o

√

x′2(t) + y′2(t)dt

=

∫ 2π

0

√

2a2 (cos(t) + 1)dt

|cos x
2 |=

q

1+cos(x)
2

= 2 |a|
∫ 2π

0

∣

∣

∣

∣

cos
t

2

∣

∣

∣

∣

dt

= 4 |a|
∫ π

0

cos
t

2
dt = 4a

[

2 sin
t

2

]π

0

= 8 |a|

�^���
t = π

2

�%���^�&�����
{

x0 = 0
y0 = a

{

x′ = −a
y′ = −a

y = y0 +
y′

x′ (x − x0) = a + x

�F��_��N��[\Z�[�U­Í
{

x′ = a(1 − cos(t))
y′ = a(sin(t))c �&�qdW�\£

L(γ) =

∫ 2π

0

√

a2 (1 + cos2(t) − 2 cos(t)) + a2 sin2(t)dt

= |a|
∫ 2π

0

√

2 − 2 cos(t)dt

|sin x
2 |=

q

1−cos(x)
2

= 2 |a|
∫ 2π

0

∣

∣

∣

∣

sin
t

2

∣

∣

∣

∣

dt = 2a

∫ 2π

0

sin
t

2
dt = 2a

[

−2 cos
t

2

]2π

0

= 8 |a|

�F��_��N��[\Z�[�Uf§

∇f(x, y) = (ex(x + 1) − y cos(xy),−x cos(xy) − 1) ⇒ ∇f(0, 1) = (0,−1)

y�d���' c �H�l�,�	�q���	����� '�

��'���� x c �N��� c ��£
∇f · (P − P0) = 0 ⇒ (0,−1) · (x, y − 1) = 0 ⇒ y = 1

�F��_��N��[\Z�[�Unª

)�)
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¡��LkN� ��
��
���9���t���b� �	����� c ��� �������	� + � c ����s6��'��
�^���
F (x, y)

� �����
�	�7�Y�%�l�?�	�td�'W�7gid�'Wj�����'��
f(x)

�����=������������� �����l���qd��	kN�
F (x, y) = 0

'������"r ��'������	'�� c ���G��d�'����b��'h�qdW�^���=���b� ���Y�%� c ����������	� + ���%�
'��.k����	���^��� ����!Q����� x £

F (x, y) = F (x, f(x)) = 0 ⇒ DF (x, y) = ∇F ·
(

d

dx
x,

d

dx
f(x)

)

= Fx + f ′(x)Fy = 0 ⇒ f ′(x) = −Fx

Fy

f ′′(x) =
∂

∂x
f ′(x) = − ∂

∂x

(

Fx

Fy

)

= − FxxFy − FxyFx

F 2
y

�F��_��N��[\Z�[�Uf°

∇f =

(

log(y) + y sin(x),
x

y
− cos(x)

)

�%�
(x, y)

� ���^� ��������'���� c d�'W�h�����b������d�'^�®�W�����l�
B

����'������N���³��' (π
2 , 1
) ���`�^�h������b�����l����������' c ����� + �b��'���'
�	� c ���H

�	� c ����'����
£

(x, y) ∈ B(π/2,1) ⇒
x

y
− cos(x) ∼ x

y
6= 0

�Fy�d���' c ������'��,k��������^��� ���$���F���b� �	����� c ���b�������	� + � c ����s6��'��G�=�l�u��d��	kz�
f(x, y) = 0x ������������� ��� v�������� �%�	�	�zk
�����%��dW'W��gid�'�j����
'��

ϕ(x)
�l�&�qd�� c ���	��kN�N��������� + � x c �N��� c ��£

ϕ′(x) = −fx

fy
= − 2

π

Õ �	������j�j���' c �&�"r �Yy
d^� j�����'W� c � + �
�%�����N���u'������"r ���������q��j������W���Y�q� c ��'����{�����W�.������£

ϕ′′(x) = −fxxfy − fxyfx

(fy)2
=

8

π2

��y�d���' c �\£

ϕ(x) = 1 − 2

π

(

x − π

2

)

+
4

π2

(

x − π

2

)2

+ o
(

x − π

2

)2

�F��_��N��[\Z�[�Un²wS���	�	�
�?gi�
� + ��j�����'�� x ��'�k
��������v������$���Q����� + ��'��	�$y
d^� ' c �{��� c dW�6kN� �	����v������
x
�

y
����'���������	� + ��v���������'egid�'�j�����'W� c ���HkN�����
���

u
�

v
!^�q��� x y�dW��' c �.�������%���
'�� c d��Fgid�'�j����
'��

ϕ
�

ξ�	�����H���W��£
{

x = ϕ(u, v)
y = ξ(u, v)

) -
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wLr �������%����'�j��=������� ��� c ��y
dW���%���7gid�'�j����
'�� x ���	�%�l�qd����N��� c ���������
��� + � c ����s6��'��"!
y�d���' c ��l���������%gi��� + � j����
'�� x ��'�k����%�	��v�������y�dW� ' c �6���FÖ�������v��l� 'W�6���	�%�Q����� ���$� ���l���������%gi��� + � j����
'��'��
' x c ��
���'����	��!Qy�dW� ' c �&�q��� x £

JT =

∣

∣

∣

∣

∣

∂x2

∂x
∂(−y2)

∂y
∂(2xy)

∂x
∂(2xy)

∂y

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

2x −2y
2y 2x

∣

∣

∣

∣

= 4
(

x2 + y2
)

6= 0 ⇔ x 6= 0 6= y

«=d���' c �6�����	�����	� + � c ���6s6��'��F���	�%�l�qd����È���������È�	�	�
�?gi�
� + ��j�����'�� x ��'�k
��������v��������%�
x

�
y

����'W�n��'������ + v��6'��
';'�d������"(�wLr d�'��l�q�f��dW'
�	�¬�f�����Y� �	�������
v���� + � x ���F��d�'����
(x, y) = (0, 0)

���W� x �	�	�
�?gi�
� + � ������'
(u, v) = (0, 0)

! + �

u = 0
u=x2−y2

⇐⇒ x = ±y ⇐⇒ v = 2xy = ±2x2 = 0 ⇐⇒ x = y = 0

�{y�d���' c �H�l�u�	�	�
�?gi�
� + ��j�����'��F���l��d�� ������'�k����%�	��vW�����=�b���6��
�'W�
(x, y)

(
�=�Y_��N��[�Z
[�Un´× ÄG�q�%�	dW� ' c �$d�'���� + vW��� + ��'���� c ��kN�����l� v������`��'��q���
� c ��'W� ���4�^�
�������������������q�
'Qgi���	��'�jY�

γ
c � �	�.�%�S��d��&��������k��������q� + ��£

γ = (2 cosϑ, 1 + 2 sinϑ)

��y�d���' c �H�l�ugidW'�j�����'��
£
z = f(x, y) = 1 + 2 cosϑ + 2 sinϑ

= 1 + 2(cosϑ + sin ϑ)

�6y�d���' c �W� c ���	�%���������	��v���� + �{�����	������' c d^�q���{�?�	d c �l� �	��� + ���	�%� + ����� + ��'�� + � c �������gid�'�j����
'��
z(ϑ)

�������W�.�����
£
ϑ = π

4 ⇒ max =
(√

2, 1 +
√

2, 1 + 2
√

2
)

ϑ = 5
4π ⇒ min =

(

−
√

2, 1 −
√

2, 1 − 2
√

2
)

�F��_��N��[\Z�[�U��Q¶) © � '�'^� '�j�� �	dQ�%�	�
f(1, 0) = 0

�{y
dW��' c �H���S��d�'����
(1, 0, 0) ∈ Imf

!�y�d���' c �"£
∇f(x, y) = (2x,−2y) ⇒ ∇f(1, 0) = (2, 0)

��y�d���' c �\£
z = ∇f · (P − P0) = 2(x − 1)-�© � '�'^� '�j�� �	dQ�%�	�

f(1, 0, 0) = 0
��y�d���' c �����H��dW'
�	�

(1, 0, 0) ∈ Imf
!Wy�d���' c �"£

∇f(x, y, z) = (2x, 8y, 18z) = (2, 0, 0)

� c ���H���l� '����	��'�
���'���� x c �N�	� c ��£
∇f · (P − P0) = 0 ⇒ (2, 0, 0) · (x − 1, y, z) = 0 ⇒ x = 1

)�±
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± © � '�'^� '�j�� �	dQ�%�	�
f(0, 0) = (1, 0, 0)

�{y
dW��' c �H���S��d�'����
(1, 0, 0) ∈ Imf

!

Du =







− sin(u + v)
cos(u − v)
2u

Dv =







− sin(u + v)
− cos(u − v)
2v

�³kN� ��dQ�	� �����^���
(u, v) = (0, 0)

���L� ������'W
���'W���Dk����%�	���	�
(0, 1, 0)

�
(0,−1, 0)

���������'�� c d���k����������	�S�W���	�����������A�.y�d���' c �4'���'È�%�
'��®��' c ���b��' c ��'����t� c �L�q�
'W�%��
�d���'�j��³'������d�'��	�
(1, 0, 0)

'��
'h�Y�%�l�%�������S������'����	��'�
���'
�	��(

) 0



���������	��

�
������������������������������� �����"!�#$�����	�%���&����'��	��'��
()�*,+ � 


����.-�/�/ 0 Ø ¼4Ñ72�2`@�¼W¼�<�89C$<9@Ù¼�@DB�<Ú@Ù:=<9>=Ñ`CFEb<�89C6<

Û Ü Óe���7��ÀSÀA�q���e�f�ÝÀS�9�4�q�Ý�h�nÞNÓe�h�7�q���e�
�F��_��N��[\Z�[�U��) ©

∀x n → ∞ ⇒ n sin
x

n
∼ x

��y�d���' c �����.��dW�������	�%����'W�F����'�k�����

�6��d�'��	dW� � + ��'������
f∞(x) = x

(DwS����dW�������	�%����'���q�
'�k����	
��=d�'���gi��� + � + ��'����{���{�{�%�
���&���
sup |fn(x) − f∞(x)| → 0

��y�d���' c �S���G�����N�%��� c �S�%��d c �l� �	���\r ���%���	� + �&��d��^���������	� c �������,gid�'Wj�����'��
£
g(x) = n sin

x

n
− x

�����{�W�.�q� + �F�Wd�'����S���������l�q�
x = 2nkπ

�
g(2nkπ) = −2nkπ

n→∞−→ −∞ ⇒
sup |fn − f∞(x)| → +∞ ⇒ß ��'��q�
'�k
���	
��=d�'���gi��� + � + ��'����

-�©9wA����dW���q���	�����
'��F� +.+ ���%�	�{��� + � �	�{��d�'���dW���������������^���
x
�^���%������k��\!�y�d���' c �"£

∀x ≥ 0 n → ∞ ⇒ fn(x) = nx2e−nx → 0

+ ��'����	���b���
x

'���

�N�	��k��F���F�	��� + ��'��È
���'����	�����f�	��' c �n� c ��'��W'������W(à#�¤&'W��� x �����dW�������	�%����'��9�q�
'�k����	

�6d�'���gi��� + � + ��'�����vW������

'W� + ���?�	�	�����������9���W�%dW� c ������� c ��ÄG���	��'�jY�
|fn − f∞| = fn

����' c ��� c � 'W'�dW���l� ���%�"!���'�g��N�%�	�H�H��dW'
�	�S�q�	�����l�q�H����'�� c � ��� c �W£

f ′
n(x) = 2nxe−nx − n2x2e−nx = 0 ⇒ x =

2

n���%���^�&������£
fn

(

2

n

)

=
4

n
e−2 → 0

��y�d���' c �H�l����dW���q��������'����q�
'�k
���	
��Fd�'���gi��� + � + ��'����
(± © � ����� + �������Wd�'���dW����� x £

∀x
nx2

n2 + x
→ 0 = f∞

���%���^�&����� |fn − f∞| = |fn|
( � �Wd�'����A���������l�q� c �������,gid�'�j����
'��

fn
�%�
'�� c �N�	� c ��£

f ′
n =

2nx(n2 + x) − nx2

(n2 + x)
2 = 0 ⇔ x = −2n2 ⇒ fn(−2n2) = −4n3 → −∞

«=d���' c �W� + ���	�%� + � c �����l�Fgid�'�j����
'��$'��
'³�q��'�k
���	
���'W�F�
0
�6���{��dW�������	�%����'W��'���'.��d���q�
'�k����	
������6d�'���gi��� + � + ��'����
(

)Y¸
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0�©`#�¤&'W��� x �l�F�%dW���q�Y�������
'��9�q��'�k
���	

���l�6v^����� c �����"r �����^�
'���'�j�������� c ��k��7���	�%�����9�q� + o���	���	�m��'
(−1, 1]

!4� c ���	�%��' c �
x2 + x ≥ − 1

4

¨i�b������� x y = x2 + x x d�'W�¯�^� ��� vb���l��q�
'�k����	�	�,�����u�W�.k����%�	�����{��' (− 1
2 ,− 1

4

) ©Ê!bv��l�%�

�'W��� + �b���	�	�������
x2 + x ≤ 1

($«=d���' c ��l�{gid�'�j����
'����q��'�k
���	
�����d�'��	dW� � + ��'������%�
���,'������"r ��'������	kN� �����
(φ1, φ2]

c �Nk
�
φ1

�
φ2

����'W����F��� c ����� c �����\r ��y�dW��j�����'��
£
x2 + x = 1

(LwS�,gid�'�j����
'��{��� + � �	� x c �N��� c ��£

f∞ =

{

1 x = φ2

0 x ∈ (φ1, φ2)

� '�'W��'�j�����d��%�����l�,����'�k�����

��'�jY�{'���' x dW'�� gi�
� + �F'������"r ��'������	'����%��'��l�?�	��� c �
φ2

�b���l��� x ���gid�'�j����
'������ + � �	� x c ���	�q�
'
�	��'�dW�,�����,gid�'Wj�����'���
���'����	�l��� x ����'�����'�dW�u���l�.�q��'�k
���	
���'Wj��d�'���gi��� + ������'W�����	kN�n�����q�
'�����'�dW� ��p�(á¡���d c ����' c �^!6���	�Q�q� c ��' c �Î�q� + �È'���

���F���������q��j�����	����� c ��'
�	�\!Q� + �
����� + � c �������,gid�'�j����
'�� |fn − f∞| = |fn|
�%�S�W�.������£

f ′
n(x) =

(

x2 + x
)n−1

(2x + 1) = 0 ⇔ x = −1

2
⇒ f

(

−1

2

)

=

(

−1

4

)n

→ 0

∨ x = 0 ⇒ f(0) = 0

�&y
dW��' c �t���®gid�'�j����
'��&�q��'�k
���	
���d�'W� gi�
� + � + ��'
�	�.��'­y�dW� �l�%�l�����`��'�������kN�������
[a, b] ⊆

(φ1, φ2)
(

�=�Y_��N��[�Z
[�Uf¥â ���	��� ���
x ≥ 0

���H�W�.�����
£

an =
sin(1 + x

n )√
n

→ 0

��'W�������	�=���	�����
1 + x

n < π
2 ⇔ n > 2x

π−2

���G�W�.������� ���\r � d + ��'
��� �	� c �
n
���.y�dW� '��	� ��p

1 + x
n

c � + ��'�d��l�	�q�{� c �Y������' c �,��'Qgi���	�����	���
π/2

���S��d��&�%��'�� c �������Y�����=��y�d���' c �
sin(1 + x

n )√
n

>
sin(1 + x

n+1 )
√

n + 1�^�
����� x ���L'�d + ���	� �����	� c �����%�Y�q��' c � + � + v��	� x + ��'��
��� c �7y�d�������� c ���L���	� + ��� c��� c ��'�� + ��'W�N�	���	� x + � 
�

���
���
(®�³�b���
n > 2x

π−2

���D�W�¯��'W�����³�����
an > 0

(É«=d���' c �� �W�����l����' c �����4��������������� c �HwH����v�'W��j����H� ��������'����l�.�q��'�k
���	
���'Wj�� c �������.�����	���
(ÌL�	�����
x < 0

�%���W�=�%� + �����7�����
an → 0

�����	�����
n > [|x|] �����W�6����� −1 < x/n < 0�{y�d���' c �

sin
(

1 +
x

n

)

> 0

Ì4���{� ���W���l�������,�������	� �	���	��� c �LwH����vW'���j��	���%�	� c � c � + �
�%����� �	�,���W�,���`����� + ��'W�
an xc �Y�q�	���	�q��'��	�=�������.��y�d���kN� ���{� c � + �
�%����� �	������������gid�'Wj�����'��
£

ϕ(n) =
sin
(

1 + x
n

)

√
n

)�Ç
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x + ��'�������'^��!��q��� x
d

dn
ϕ(n) =

− x
n3/2 cos

(

1 + x
n

)

− 1
2
√

n
sin
(

1 + x
n

)

n
< 0 ⇒

⇒ tan
(

1 +
x

n

)

>
−2x

n�{�^���?�	�
ξ
������d�j�����'W� c �����"r ��y�dW� j����
'��

tan(1 + t) = −2t con t ∈
(

−π

2
,
π

2

)

�%�S�W�.������£
−1 < t < ξ < 0��£

tan(1 + t) > −2t ⇔ t > ξ
t= x

n=⇒ x

n
> ξ ⇒ n >

x

ξ�uy�d���' c �S�l��gid�'�j����
'��
ϕ(n) x c �q�W'�������kN� + ��'��	� + ��'�������'^�.��y
dW��' c �A� '^�����{���S�����%o+ ��'W�

an x c �Y�q�	���	�q��'
�	�9�����{�����	��������'�k�����

����dW'
�	dW� � + ��'������b���D���b�q�	� �	���	��� c �WwS����v�'���j�(«=d���' c ���l�&�%���������q��'�k
���	
��F��d�'���dW��� + ��'
�	����'e��d��%���
R
(¡���d c ����' c �&�l�.�q��'�k
���	
���'Wj��{�	� ��� ���������W�&�����
£

∑

sup |fn(x)| =
∑

sup

∣

∣

∣

∣

∣

sin
(

1 + x
n

)

√
n

∣

∣

∣

∣

∣

=
∑ 1√

n
= +∞

�^�
����� x �l�=gid�'�j����
'��9
���'W���	�����
fn

�W�Fd�'.��d�'���� c � + �
����� + ��y�dW� ' c �=����'�d + �����N�	���	�
x + ���	�%� + �n¨Æ�^�	��� ���

n
!`��� c ��'�� + ��'W� �����	� x �q���?��� '����z©F�&���LkN�����
��� + ���	�%� + �����	�%d�'��	�c ����'�d + ���	� ���
��� x 1

!W�������������l��gid�'�j����
'���'���'��q�
'�k����	
��6�����	� � + ��'�������'e��dQ�����
R
(

�=�Y_��N��[�Z
[�Un¦� ���W���l����' c �.���A�q�	� �	���	��� c �Sã=� c � + ��� c�
©
n
√

n2 → 1 ⇒ R = 1v^©
n
√

|nan| → |a| ⇒ R =
1

|a| se a 6= 0 ∨ ∞ se a = 0

��©
n

√

|a|n
n!

∼ n

√

|a|n

nne−n
√

2πn
=

|a| e
n

1
2n
√

2πn
→ 0 ⇒ R = ∞

c ©
n

√

n

n3 + 1
= 1 ⇒ R = 1

) Ë
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�Y©

n

√

(n + 1)!(n + 3)!

(2n)!
∼ n

√

(n + 1)2(n + 2)(n + 3)
√

πn

22n

=
1

4
n
√

(n + 1)2(n + 2)(n + 3) 2n
√

πn =
1

4
⇒ R = 4

�=�Y_��N��[�Z
[�U­ÍwH�,gid�'�j����
'�� c �N�����b�
�	�%�
'��³���	�����	���������	���	�%�u��� + �,�����	��� c �`�^������'�j��.�N�������zk����	�.�����k�����d����b�È��'µ�%������� c �$ÅA�z�������&��� �%�	���l�­�q�
' c ��j�����'��������m�������Y�?�	�­��������' c �ÈwA� 
���� 'W
������' c �.��j������^(�
©
ex T

=

∞
∑

n=0

1

n!
xn

c �&�qdW�
e−x2

=

∞
∑

n=0

(−1)n

n!
x2n

� c ���H���Y�?�	����������' c �.wA� 

�	��'�
�� x c �N��� c �W£

RL =
(−1)nc2n

n!
→ 0 ⇔ −1 ≤ c ≤ 1

y�d���' c �\!N�b���l��� x �������Y�?�	�6�����q�
' c �6wA� 

�	��'�
��`����' c �9�
0
���
�����Y�������	� c �

n
!z�l��gid�'Wj�����'��

x � 'W���������l��� x ��d��&�Y�������	�����������%������� + �{�%k�����dW���^�&��'��%������� c �SÅ`�z�������Y(v^©9sF� ������gi�
� + d���� c ���Hv���'�� + ���.�����W�&�����
£
√

1 + x = (1 + x)1/2 =

∞
∑

n=0

(

1
2
n

)

xn

�������q�
'�k
���	
����^���t��
�'W� |x| < 1
¨i���Q���Y�?�	� c ��wS� 

�	��'�
�� x ��'Q�^'�� �	����� + ���b���

n → ∞ ©q!y�d���' c �H�b��� |x| < 1 ⇒ x2 < 1
�����W�.������£

√

1 + x2 =

∞
∑

n=0

(

1
2
n

)

x2n

��©9sF�N�	�.���W�
∀x ⇒ sin(x) =

∞
∑

n=0

(−1)n

(2n + 1)!
x2n+1

��y�d���' c �\£
sin(2x2) =

∞
∑

n=0

(−1)n

(2n + 1)!

(√
2x
)4n+2

)�*
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�=�Y_��N��[�Z
[�Uf§� '�'W��'�j�����dQ�����m�l�&gid�'�j����
'�� x c �l���W� �	�4��y�d���' c �4�t�q���q¤³������'
�	�
an

c ���t�q���%��'��h����'W���d��%���S'�dW�����\(

bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sin(nx)dx =

=
1

π

[

−
∫ 0

−π

sin(nx)dx +

∫ π

0

sin(nx)dx

]

=
1

nπ

[

[cos(nx)]
0
−π − [cos(nx)]

π
0

]

=

{

0 n
�^� �	�

4
πn n

c �����W�����
� c �Nk�k��l� + ��'��������WkN�����
��� + � c ��� c ��������gid�'�j�����'W�$'����G��d��{�^������� c � x '�d��������=y�d���' c �

a0/2 = 0
���%�	��'���' c �.���&��k�����d����b�&��'������	��� c � â ��d��	����� c �

f(x)
£

f̃(x) =
∑

n ä�å æiç�è�éiå
4

πn
sin(nx)

�=�Y_��N��[�Z
[�Unª�
©9wA�ugidW'�j�����'�� x �W�������{y�d���' c �
bn = 0

! + ��'����	�

an =
1

π

∫ 2π

0

|sin(x)| cos(nx)dx =
1

π

∫ π

0

sin(x) cos(nx)dx − 1

π

∫ 2π

π

sin(x) cos(nx)dx

=
1

π
(2F (π) − F (0) − F (2π))

�q�
'
F (x) =

∫

sin(x) cos(nx)dx

P
= sin(x)

sin(nx)

n
−
∫

cos(x)
sin(nx)

n
dx

P
= sin(x)

sin(nx)

n
−
[

cos(x)
− cos(nx)

n2

]

+

∫

sin(x)
cos(nx)

n2
dx

�6d�

dW� 

���l� ' c � c �������%��� + ��'����=���G�����q�
' c � + � + v��	� c �����l�{���	� + �u����

�u�q��'®�\r d������ + ������W��£

F (x) =

∫

sin(x) cos(nx)dx =
n sin(x) sin(nx) + cos(x) cos(nx)

n2 − 1��y�d���' c �\£
an =

{ −4
(n2−1)π n

�W�����
0 n

c �����W�����

)�Ï
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�{���.�����	��� c � â ��dW������� x c � �	� c ��£

f̃(x) =
a0

2
+
∑

n ç�è	éiå
−4 cos(nx)

πn2 − 1

=
2

π
+
∑

n ç�è	éiå
−4 cos(nx)

πn2 − 1

v^© Õ �	������j�j���' c ������gi��� + d��l�{�	����
��
'�� + �q�	���l��������
�dW��� c � '����$�����%��'�� c ����������� +.+ � c �c d�����'�
��
���������W��£
sin(3α) = sin(2α) cos(α) + cos(2α) sin(α)

= 3 sin(α) cos2(α) − sin3(α)

= 3 sin(α) − 4 sin3(α)

c �&�qdW�\£
sin3(x) =

3 sin(x) − sin(3x)

4��©9sF� �����,�	����
��
'�� + �q�	���l� x 'W� �	���l��gi��� + d��l� c �Hv��l�%��j�����'��
£

sin
α

2
= ±

√

1 − cosα

2c �&�qdW�\£
sin2(2x) =

1 − cos(4x)

2

- /
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ì íïî�Óe~��7�q���e�f�e�Ê���9�4���h�7�q~����
�F��_��N��[\Z�[�U���
©

y′ = x(1 +
1

y
) ⇒ y

y + 1
y′ = x

��y�d���' c �\£
y

y + 1
y′ = y′ − 1

y+1y′ = x

�{���	� + ������kz��' c �.��'��	�	� + v���� + � + v��	�H�%���^�&������£

y(x) − log(y(x) + 1) =
x2

2
+ c

v^©9���
� �	�������l��� ' c �.��'������ + v���� + � + v������b���
µ
�"r �Yy
d^� j�����'W� c ��k
��'��	�W£

µy′ + 2µxy = 2µxe−x2

�{� + �b��'���' c �&�����
µ′ = 2µx

���H�W�.������£
µ′

µ
= 2x ⇒ µ = ex2

�����
��'W��' c �.� ���\r ��y�dW��j�����'������H�W��£

(µy)
′
= 2x ⇒ yex2

= x2 + c ⇒ y =
x2 + c

ex2

��©�¡����W� ��� ' c �,�H����� + ��'W� c ���^��' c ��'��	� c � ���l�
y
c � 

���H��� �	���H���H�W�W£

y′ − sin(x)y = sin(x) cos(x)

�{���	����� c ��' c �.�q� + �{'W�����\r ���������q��j����,�W���Y�q� c ��'����
£
µy′ − µ sin(x)y = µ sin(x) cos(x)

� c � + �b��'W��' c �^£
µ′ = −µ sin(x) ⇒ µ = ecos(x)

y�d���' c �\£

yecos(x) =

∫

ecos(x) sin(x) cos(x)dx

= ecos(x)(1 − cos(x)) + c

c �&�qdW�H�%�H�^��£
y = (1 − cos(x)) + ce− cos(x)

- )
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c ©
y′ − 2y

x
= x2

�{���	����� c ��' c �.�q� + �����H�%�
�������^£

µy′ − µ
2

x
y = µx2

�q�
'
µ′ = −µ

2

x
⇒ µ = e−2 log(x) = x−2

y�d���' c �\£
(µy)′ =

(

x−2y
)
′

= 1 ⇒ x−2y = x + c ⇒ y = x3 + cx

�=�Y_��N��[�Z
[�Uf¥wLr ���	�%��'�j�� c �����"r dW'������ ��p c �����l�;�%�
��d�j����
'�� x �Nk�k��l�Î���n�%�����	�Nkz��'�� c d��f������d�j�����'��c ���7�W���
v���� + � c �6�7� d^�����
! x � +.+ � c �l�N�	�Ék��������^��� �	�®�����e���m�%��
�d���'�����gid�'�j�����'W�9����'W�������d�j�����'��"£
y = 1

y = cos(−x)

�=�Y_��N��[�Z
[�Un¦) ©mwDr �Yy
d^� j�����'W� c � ÄG���	��'Wj��l� ��� c ���u�W���
v���� + � c �.�7� d^�����ï��d��;���	�����	�È�Y�%�W���Y���	��q� + ��£
y′ = f(x, y)�q�
'

f(x, y) = sin(y2)
�{�^�
����� x £

∀y1, y2

∣

∣sin(y2
1) − sin(y2

2)
∣

∣ ≤ 2

�%�F�W�Î�����
f(x, y) x 
�����v^� � + ��'����¯�����^����������j�����'W�n��'

y
�Èy�d���' c �F�������	��vW��� + � c ��7� d^�����³� +.+ ���%�	�{d�'W���{d�'W�.������d�j�����'�� c ���W'����	�.��'®�	dQ�%�	�
R
(-�©7�b��'���' c �

f(x, y) =
ey

y2 + 1�%�{�^�����W�����{���	��v���� + � c �,�7� dW�����;��dW���Y�������	���	�q�	���%���µ�q� + ��£
y′ = f(x, y)

(× �	�%��' c �^£
∂f

∂x
= 0

∂f

∂y
=

ey(y + 1)2

(y2 + 1)2

-�-
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«=d���' c �S�Y������' c �³��� c ���	��kz� ���{�W����j��������A�q��'��	��'�d����u'���'m��� + ���	�N�	�u�l�.gid�'�j����
'�� x ��� o����� + ��'
�	�9�����W�	����� �	j��l� 'W���$y�d���' c �W���^�����
v���� + � c �b�7� d^�����,� +.+ �q�%�	�6������d�j�����'��9���Q��� ����(
�=�Y_��N��[�Z
[�U­Í) ©7�"r �Yy�dW� j����
'��F�
�����Q�q�l�N��� x £

λ2 + 3λ − 10 = 0 ⇒ λ = −5, λ = 2��y�d���' c �H�l��������d�j����
'��=

��'����	����� x c � �	� c ��£
ygen = Ae−5x + Be2x

-�©7�"r �Yy�dW� j����
'��F�
�����Q�q�l�N��� x £

λ2 + λ + 1 = 0 ⇒ λ1,2 =
−1 ± i

√
3

2�{���.������d�j�����'W�F

��'����	����� x c �N��� c ��£
ygen = Ae

“

−1+i
√

3
2

”

x
+ Be

“

−1−i
√

3
2

”

x

�{���.������d�j�����'W�F�	������� x c � �	� c ��£

ygen,R =
ygen + ygen

2
= Ae−

1
2 cos

(√
3

2
x

)

+ Be−
1
2 sin

(√
3

2
x

)

�=�Y_��N��[�Z
[�Uf§) ©9wDr �Yy
d^� j�����'W�F����

��v��	�����,�
�����Q�q�l�N��� x £
λ2 + 1 = 0 ⇒ λ = ±ic �&�qdW�\£
yhom = Ae−ix + Beix

�{���{������d�j�����'W�����Y� ���H�%�
'�� c �N��� c ��£
yhom,R = A cos(x) + B sin(x)� ���W���l����' c �f��� + ����� c � c �=kN�����l� j����
'�� c �����������
�%�	� '��	�6�­�q��������' c �n�l�¬������d�j�����'W��W���%�	�������l� �	�`'W�����\r ��'^�%��� + �

y = A(x) cos(x)+B(x) sin(x)
� ������'W��' c �=y
dW��' c �����������%��� + �

{ −A′(x) sin(x) + B′(x) cos(x) = 1
cos(x)

A′(x) cos(x) + B′(x) sin(x) = 0�{���l������k���' c �u��'
A′(x)

�
B′(x)

¨i�^���$����� + �����&�q�
'h��� + �q�	� c � c �`���	� + ���Ê©������W�W£

A′(x) =

∣

∣

∣

∣

1
cos(x) cos(x)

0 sin(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

− sin(x) cos(x)
cos(x) sin(x)

∣

∣

∣

∣

= − tan(x) ⇒ A(x) = log |cos(x)|

B′(x) = 1 ⇒ B(x) = x

- ±
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��y�d���' c �\£
ygen = log |cos(x)| cos(x) + x sin(x) + A cos(t) + B sin(t)

-�©9wDr �Yy
d^� j�����'W�F����

��v��	�����,�
�����Q�q�l�N��� x c � �	� c ��£
λ2 + λ − 6 = 0 ⇒ λ = −3, λ = 2

��y�d���' c �\£
yhom = Ae2t + Be−3t

�h�l�È�%�
��d�j����
'��®�^� �����l�q���l� �	�®�����W� ����������p�� ���l�¯g�� + ��
����l�
y = Ce4t �m�%���?�	� �	d���' c �'������"r �Yy�dW� j����
'��F���H�W�.�����
£

y′′ + y′ − 6y = 1 ⇒ 14C = 1

��y�d���' c �H�l��������d�j����
'��=

��'����	����� x £

ygen = Ae2t + Be−3t +
1

14
e4t

�=�Y_��N��[�Z
[�Uf°) ©9wDr �Yy
d^� j�����'W�F����

��v��	�����,�
�����Q�q�l�N��� x £
λ2 + λ − 2 = 0 ⇒ λ = 1, λ = −2

c �&�qdW�\£
yhom = Aex + Be−2x

�{d�'W�.������d�j�����'����W���%�	�������l� �	� x
ypart = −1

2c �&�qdW�\£
ygen = −1

2
+ Aex + Be−2x

-�©9wDr �Yy
d^� j�����'W�F����

��v��	�����,�
�����Q�q�l�N��� x £
λ3 − λ = 0 ⇒ λ = 0, λ = ±1

c �&�qdW�\£
yhom = A + Bex + Ce−x

× �	�%��' c �W£

cos(x) =
eix + e−ix

2
⇒ cos2(x) =

1

2
+

e2ix

4
+

e−2ix

4

-N0
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�\r ��y�dW��j�����'�� c ��ÄG���	��'�j�����������d��.�Y�������	�����l���������%���,��� + ��£

y′′′ − y′ =
1

2
+

e2ix

4
+

e−2ix

4� c � �������l��� ' c �u���G������'W��������� c �G���Nk��	�����b�
����j����
'������,�	����������� c �����l�u������d�j����
'��6�W���%�	� o�q�
�������������	� c d^�q�6�����l�F���l�q���	��� c �������6������d�j����
'����W���%�	�������l� �	� c � ± �Yy
d^� j�����'W� c � ÄG���	��'Wj��l� ���\(

y′′′ − y′ =
1

2
⇒ ypart,1 = −1

2
x

y′′′ − y′ =
e2ix

4���7�qd��Q������d�j�����'W���W���%�	�������l� �	���%�
'�� c �6���l�q���	��� �	�t'������l��g�� + ��
������
y = Ce2ix �7y
dW��' c �\£

y′′′ − y′ = −2Ci− 8Ci

=
1

4
⇒ C =

i

40
⇒ ypart,2 =

i

40
e2ix

�{���.������d�j�����'W�F�^� �����l�q���l� �	� c �����\r ��y�dW��j�����'��
£

y′′′ − y′ =
e−2ix

4

x ���.����'���d�

� �	���q� + �W���Y���	� c �������.���	����� c ��'����{�zk���' c �.y
dW��' c �\£
ypart,3 = ypart,2���%� +.+ ��' c �,��dQ���������{�%�
��dWj�����'����W���%�	�������l� �	���%���W�.�����
£

ypart = ypart,1 + ypart,2 + ypart,3

= −x

2
− sin(2x)

20± ©9wDr �Yy
d^� j�����'W�F����

��v��	�����,�
�����Q�q�l�N��� x £
λ2 + 1 = 0 ⇒ λ = ±i

�{���.������d�j�����'W� c �����\r ��y�dW��j�����'�� c ��Äb������'�j��l� ����� + ��

��'��Y�,�
�����Q�q�l�N�	� x c �N��� c ��£
yhom = Aeix + Be−ix

¡�gi�	dQ�%��� ' c �®����gi�
� + d���� c � × d������	� c �����"r �Y�%�b��'W��'�j��������{�q� + �����Y�����.�\r ��y�dW��j�����'�� c � gÆogi���	��'Wj��l� ���F�Wd��.���	�%�����F���l�	�q�	� ���	�.�q� + �
£

y′′ + y = 1 +
xeix

2i
− xe−ix

2i��y�d���' c �\!^� �������l��� ' c �,���H���	��'W�q������� c �S�%�Nk���� ���b�
����j�����'��
!������ ��������'��
£
y′′ + y = 1 ⇒ ypart,1 = 1

y′′ + y = +
xeix

2i

- ¸
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�����qdW�b������d�j�����'W�W�W���%�	�������l� �	�^����'�� c ���	����������� �	��'������l�{g�� + ��
����l�
y = x(Ax + B)eix�{�%���?�	� �	d���' c �&�%�H�^��£

d2

dx2

(

x(Ax + B)eix
)

+
(

x(Ax + B)eix
)

= +
xeix

2i
⇒ A = −1

8
B = − i

8��y�d���' c �\£
ypart,2 = x

(

−1

8
x − i

8

)

eix

�����
ypart,3 = ypart,2

�^�
����� x �9����� + ��'W�$'���' c ���b��' c ��'���� c �
y

�%�
'��­
�����d�'��$��q�
'���d�

� ���A��� + �������	�%� c ��
����`��� �	���"!^��y�d���' c �t� 'W�����,�����%�
��dWj�����'��A�W� �����l�q�
�������`�%�
'��³d�'�����É�q�
'���dW

�N�	�¯�q� + �W���Y����� c �������É� �����	��(�¡Q�Nk���� �W�^�
'���' c �È���É������d�j�����'W�6�W���%�	�������l� �	�$�%�� ��������'����l�&�%�
��dWj�����'��F�W� �����l�q�
������� c �����"r �Yy�dW� j����
'��=��'���j��l� ����£

ypart = 1 + x

[

−1

4
x cos(x) − sin(x)

4

]

- Ç


